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Resume - On demontre la conjecture de Gray et Wolf que les seules varietes strictement approx- 
imativement kahleriennes homogenes sont les espaces 3-symmetriques. Pour cela on les classihe en 
dimension 6 puis la demonstration pour les dimensions superieures provient d'un theoreme de Nagy, 
s'appuyant sur des resulats precedents de Cleyton et Swann. Les espaces homogenes de dimension 6, 
S 3 x S 3 , S 6 , CP (3) et l'espace des drapeaux F(l, 2) portent une unique structure approximativement 
kahlerienne invariante a homotetie pres. Pour le premier, cela resulte de la resolution d'une equation 
differentielle donnee par Reyes Carrion. Pour les deux derniers, il s'agit de leur structure presque her- 
mitienne d'espace de twisteurs sur une variete de dimension 4. Enhn, les structures approximativement 
kahleriennes sur la spere de dimension 6 correspondent a des 3-formes constantes sur R 7 . 



1. Introduction 

Une variete approximativement kahlerienne (cm Nearly Kahler, en anglais : dorena- 
vant on note NK) est une variete presque hermitienne telle que la derivee covariante 
pour la connexion de Levi-Civita de la forme de Kahler u est antisymetrique. 

Les varietes strictement approximativement kahleriennes (SNK) - c'est a dire qui ne 
sont pas simplement kahleriennes - en dimension 6 sont particulieres a plusieurs titres. 
Notamment elles admettent un spineur de Killing (voir et sont d'Einstein ([Zj). 
Depuis les travaux de Nagy dans [13] on sait que de leur classification depend beaucoup 
celle des varietes NK en toute dimension. 

Une voie privilegiee de construction des varietes NK est celle des espaces 3-symetriques. 
A. Gray a montre en 1972 que tout espace homogene 3-symetrique naturellement re- 
ductif est muni canoniquement d'une structure NK (voir |Ej). Auparavant A. Gray et 
J. A. Wolf avaient conjecture en 1968 dans [16j que tout espace homogene SNK est 
3-symetrique. Retournant a l'interet manifeste dans les annees 70 pour ces varietes, 
P.A. Nagy ([Oj) a decompose les varietes SNK de dimension quelconque en produits 
riemanniens d'espaces de twisteurs au-dessus de varietes Kahler-quaternioniques, d'es- 
paces homogenes et de varietes SNK de dimension 6. Si la variete est de plus homogene, 
il ne reste que des espaces homogenes, de divers types mais tous 3-symetriques et des 
varietes SNK homogenes de dimension 6 de telle sorte qu'il suffit pour que la conjecture 
soit vraie qu'elle le soit en dimension 6. 

Dans cet article on prouve la conjecture en classifiant totalement les varietes SNK 
homogenes simplement connexes de dimension 6. 

Theoreme 1.1. Tous les espaces homogenes strictement NK de dimension 6 sont des 
espaces 3-symetriques munis de leur structure presque complexe canonique. 
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Theoreme 1.2. Les seuls espaces homogenes strictement NK simplement connexes de 
dimension 6 sont isomorphes a G/H ou G et H sont les groupes de Lie donnes dans la 
liste : 

- G = S 3 x S 3 etH = {1} 

G — G>2 et H est SU(3) (dans ce cas G/H est la sphere de dimension 6) ou un de 
ses sous-groupes finis 

- G = Sp(2) et H = S 1 x SU(2) (alors G/H est I'espace projectif complexe CP(3)) 
ou un de ses sous-groupes finis 

- G = SU(3), H = S 1 x S 1 et G/H est I'espace de drapeaux F(l,2) 

De plus sur chacun de ces espaces homogenes il y a une seule structure presque complexe 
NK invariante a isomorphisme pres. 

Pour achever la classification il faudra examiner les quotients finis des espaces ho- 
mogenes dont la liste est dans le theoreme ll.21 En effet les varietes SNK sont compactes, 
de groupe fondamental fini d'apres Nagy (|13J). En dimension 6 cela resultait deja de la 
demonstration par Gray dans [Z| qu'elles sont d'Einstein, a courbure scalaire strictement 
positive. 

Dans la section 2, des preliminaires algebriques a la classification permettent d'etablir 
une premiere liste des groupes G et H tels que leur quotient G/H est suceptible d'ad- 
mettre une structure SNK invariante. Dans la section 3, on traite le cas juge le plus 
difficile du produit de spheres S 3 x S 3 . En resolvant l'equation differentielle de Reyes 
Carrion [11], qui caracterise les varietes SNK en dimension 6, sur I'espace des 2-formes 
invariantes, on montre que S 3 x S* 3 admet une seule structure homogene SNK correspon- 
dant a la construction de Ledger et Obata dans (T2j d'un espace 3-symetrique. Dans la 
section 4 on traite plusieurs cas qui se ramenent au precedent. Dans la section 5 et la 
section 6, le moyen de determiner les structures presques hermitiennes invariantes de 
F(l, 2) et CP(3) est de decomposer la representation lineaire isotropique en representa- 
tions irreductibles. Cette recherche apparait liee a la theorie des espaces de twisteurs des 
varietes de dimension 4 (ici CP (2) et S 14 respectivement.) II faut alors calculer quelles 
sont NK. Enfin dans la section 7, la donnee d'une structure NK de la sphere S 6 est 
rappelee etre equivalente a la donnee d'une 3-forme generique constante sur I'espace 
euclidien M. 7 et cela termine notre etude. 

2. Preliminaires 

Une variete riemannienne (M n ,g,J) est dite presque hermitienne si la metrique g 
et la structure presque complexe J verifient g(JX, JY) = g(X,Y) quels que soient les 
champs de vecteurs X et Y, donnant une reduction du fibre principal SO(M) a U(n), 
notee U(M). Soit V la connexion de Levi-Civita de g, u> = g(J., .) la forme de Kahler. 
Soit A(2,o)+(o,2) M le sous . fibre des 2-formes v de M verifiant u(JX, JY) = -u(X, Y). Le 

tenseur Va; est une section de T*M ® A (2,0)+(0 ' 2) M. II s'agit d'un fibre associe de U(M) 
et on peut voir alternativement Vcu comme une fonction equivariante de U(M) dans 
V* ® A^ 2 ' ^^ ' 2 ^* ou V est un espace vectoriel hermitien avec dim^V = n. Or il se de- 
compose, comme espace de representation de U(n), en quatre sous-espaces irreductibles 
non isomorphes, notes W%, Wjj, W%, W4. Selon que Vcu prend ses valeurs dans un des 
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16 sous-espaces invariants (B ie jWi, I C {1,2,3,4} on definit, apres Gray et Hervella 
|Hj, 16 classes naturelles de varietes presque hermitiennes. En reprenant leurs notations, 
les varietes NK sont definies par Vu G W x = {u G V* <g> A^ + ^V*\u(X,Y, Z) = 
—v(Y, A, Z)}. Autrement dit le tenseur V J de type (2,1) est totalement antisymetrique. 
Maintenant, par l'intermediaire de fonctions £/(n)-equivariantes liant Vcu a d'autres 
tenseurs geometriquement significatifs de la variete, on se rend compte que, par exem- 
ple, la composante sur W\@Wz est donnee par le tenseur de Nijenhuis ou la composante 
sur W 3 © W 4 par la partie de type (2,1) + (1,2) de du. On demontre de cette fagon que 
la structure presque complexe d'une variete NK n'est jamais integrable a moins qu'elle 
soit kahlerienne (i.e. avec Vcu = 0) et que la differentielle de la forme de Kahler du est 
de type (3,0) + (0,3). 

Soit M = G/H un espace homogene reductif c'est a dire qu'il existe une decompo- 
sition = h © m, Ai(if )-invariante. La projection naturelle n : G — > G/H est une 
fibration principale de groupe H. La restriction de la differentielle de la projection en 
e est un isomorphisme : m — ■> T a M ou o = 7r(e). Cette identification est de plus H- 
equivariante : ir*(Adh,u) — /i*7r*(tt), ViiGtn (en notant encore g le diffeomorphisme de 
M induit par la multiplication dans le groupe a gauche par g e G.) Ainsi la representa- 
tion lineaire isotropique est vue comme la representation Ad(H) sur m. Autrement dit le 
fibre associe Gx Ad m/H est canoniquement isomorphe au fibre tangent par l'application 

Gx Ad m/H A TM 

[g,u] ^ g*ir*{u) 

Une section d'un espace de tenseurs de M est identifiee a une fonction if-equivariante 
de G sur l'espace de tenseurs correspondant de m, c'est a dire d'un espace vectoriel 
fixe. Si cette section est de plus invariante pour Taction de G sur M induite par la 
multiplication a gauche, la fonction est constante egale a un tenseur A<i(if )-invariant. 

A l'intersection de ces deux notions, un espace homogene presque hermitien (M,g, J) 
est un espace homogene dont la metrique et la structure presque complexe sont invari- 
antes pour Paction de G et en font une variete presque hermitienne. 

Elles sont done identifiees a un produit scalaire (.|.) et un endomorphisme de carre 
— 1 de m, Ac/(iJ)-invariants. La derivee covariante V d'une connexion n'est pas un 
tenseur, en revanche A defini par Ax = £>x — Vj, si. II y a done une correspondance 
bijective entre les connexions G-invariantes et les applications A : m — ► so(m), c'est a 
dire verifiant 

(1) (A(X)Y\Z) + (A(X)Z\Y) = pour tous A, Y G m 

donnee par A(X) = (— A x )oi en identifiant m et T Q M. II s'agit du theoreme de Wang 
specialise aux espaces homogenes reductifs (theoreme 2.1, pl91 de |.llj). Si V = V, la 
derivee covariante de la connexion de Levi-Civita, qui est sans torsion, on a de plus 



(2) A(X)Y - A(Y)X = [A, Y] m pour tous A, Y G m 
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La notation m en indice signifie la projection sur ce sous-espace du vecteur indice. Les 
equations (jl} et J2J definissent une unique application A donnee par la formule du 
theoreme 3.3, p201 p] 

(3) A(X)Y = ±[X,Y] m +U(X,Y) 

(4) 2(U{X,Y)\Z) = {[Z,Y] m \X) + ([Z,X] m \Y) 

Si G est muni d'un endomorphisme a d'ordre 3 dont H est l'ensemble des points fixes 
et que le produit scalaire A<i(if )-invariant sur m representant la metrique (.|.) est de 
plus avinvariant, en passant au quotient on obtient une isometrie 6 verifiant 9 3 = Id 
dont o est un point fixe isole. En effet 9{ii(g)) = 7i(g) implique a(g) = hg ou h G H est 
une racine cubique de l'unite. Par consequent si on est assez proche de e, h = e et g doit 
appartenir a H. En conjuguant 6 par Taction du groupe, transitive, chaque point de M 
est rapporte a une telle application. Cela signifie que M est un espace 3-symetrique au 
sens de la 

Definition 2.1. Un espace 3-symetrique est une variete M munie d'une famille d'i- 
sometries globales 9 m , m G M telles que m est un point fixe isole de 6 m etW m G M, 
01 = Id. * 

Comme on ecrit dans le plan complexe une racine cubique de l'unite, on associe a 
tout espace 3-symetrique une structure presque complexe dite canonique en posant 

1 y/3 

V m G M (9 m )* = --Id TmM + —J m 

En notant encore J l'endomorphisme de carre -1 de m associe, Gray a calcule dans [g] 
que 

(5) VX,FGm, [X,JY] m = -J[X,Y] m 
II en a deduit 

Theoreme 2.2. Soit M un espace homogene 3-symetrique. Les propositions suivantes 
sont equivalentes. 

(i) la structure presque complexe canonique de M est NK 

(ii) M est naturellement reductif 

Demonstration. Par naturellement reductif on entend que la metrique satisfait 

(6) {[X,Y] m \Z) = (X\[Y,Z] m ) pourtousX,y,ZGm 

C'est le cas en particulier si (.|.) est la restriction a m d'une metrique biinvariante 
de G. A l'aide de et © on peut calculer que pour tous X, Y G m (VxJ)JY = 
2U(X,Y) +T(X,Y). Par consequent (i) et (ii) sont equivalents a U = 0. □ 



Reciproquement on reformule geometriquement la conjecture de Gray et Wolf, enon- 
cee dans [IB] (a la fin, pll3 ou dans l'introduction, p79) dans le langage de la theorie 
des groupes de Lie : 
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Conjecture 2.3. Tout espace homogene SNK est un espace 3-symetrique naturellement 
reductif muni de sa structure presque complexe canonique. 

Desormais M = G / H designe un espace homogene reductif simplement connexe de 
dimension 6. On cherche a quelles conditions il admet une structure presque hermitienne 
NK. Or 

Proposition 2.4. Soit M = G/H un espace homogene riemannien de dimension 6, 
non isometrique a la sphere standard S 6 . S'il admet une structure presque complexe 
NK, elle est unique et invariante pour l' action du groupe G. 

Demonstration. L'expose ci-dessous suit le livre [2], surtout les section 5.2 et 5.3. 

En dimension 6, les varietes NK ont sont caracterisees par l'existence d'un spineur de 
Killing : si on note EM le fibre des spineurs complexes, il existe if) G T(SM), (3 G M\{0} 
tel que 

en notant encore V la connexion induite sur T(E) par la connexion de Levi-Civita. 
Quant au point, il designe la multiplication de Clifford. Comme on est en dimension 
paire on peut scinder if) en une part negative i])~ G S~M et une part positive ip + G S + M 
suivant la decomposition en sous-espaces irreductibles de la representation de Spin(6). 
Alors 

V x iP + = px.ip- 
v x ^~ = px.ip+ 

si bien que le conjugue de if), if) = ip + — ip~ est encore un spineur de Killing : 

= -px4 

De plus P et — P sont les seules valeurs possibles car il faut que la courbure scalaire 
vaille s = 4p 2 n(n — 1), ou n = 6 est la dimension de M. On definit alors la structure 
presque complexe J associee a if) par 

(7) JX.iP + = f iX.ifj + 

apres avoir verifie que l'ensemble {X.ip+\X G T X M} est un sous-espace complexe de 
S+M en tout point x G M. A present si M n'est pas la sphere S 6 , l'ensemble des 
spineurs de Killing pour la valeur P est de dimension 1 (proposition 1, pl26) et la 
structure presque complexe associee est NK. Inversement si on se donne une structure 
presque complexe NK, J sur M, il existe un spineur de Killing tel qu'elle en soit la 
structure presque complexe associee (voir On en deduit qu'il y a une seule structure 
presque complexe NK sur M. De plus on peut definir une action du groupe d'isometrie 
sur les spineurs. Pour un espace homogene, les spineurs de Killing sont invariants et par 
consequent J aussi, par 0. □ 

Ainsi, tout espace homogene riemannien de dimension 6 hormis la sphere S* 6 , muni 
d'une structure presque complexe NK est un espace homogene presque hermitien. 
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Dans l'examen de la conjecture en dimension 6 on distingue deux types d'espaces 
homogenes. Les cas ou G et H sont des groupes produits des spheres S 1 et S 3 . On veut 
demontrer qu'ils se ramenent tous au cas de S* 3 x S 3 c'est a dire, comme on le verra 
a la section suivante, que la variete admet au plus une structure SNK homogene qui 
est de plus 3-symetrique comme on souhaite. Et les cas exceptionnels de l'espace des 
drapeaux F(l,2), de l'espace projectif CP(3) et de la sphere S 6 qu'on sait admettre 
eux aussi une telle structure et on voudrait demontrer en examinant la representation 
lineaire isotropique de H qu'il n'y en n'a pas d'autre. 

Une telle demarche est systematique : 

Proposition 2.5. Soit G/H un espace homogene SNK de dimension 6. Le groupe H 
est contenu dans 577(3). 

Demonstration. D'abord M = G/H est un espace homogene presque hermitien, m est 
muni d'un endomorphisme de carre —1 et on le voit comme un espace vectoriel complexe 
de dimension 3. Alors Ad(H) C U(m), le groupe des transformations unitaires de m, 
exprimant que la metrique et la structure presque complexe sont invariantes, ce qui 
s'ecrit encore g*u = ou, ou ou est la forme de Kahler. Puis 

g*du = d(g*u) = du 

Or pour une variete SNK de dimension 6, du est non nulle, de type (3, 0) + (0, 3) , Ad{H) 
preserve aussi dans ce cas une 3-forme complexe sur m et doit finalement etre contenu 
dans SU(m). □ 

Celui-ci etant compact, de dimension 8, les seuls groupes qui conviennent, hormis lui- 
meme, sont U(l) = S 1 , SU(2) = Spi = S 3 et leurs produits directs et leurs quotients 
finis. 

Pour un espace homogene on a la suite d'homotopie 

(8) n 2 (G/H) -> m(H) -> tti(G) -> m(G/H) -> H/H° -> 

Cela implique que le rang du groupe fondamental de G doit etre inferieur ou egal a celui 
du groupe fondamental de H. Et si on suppose G connexe, H Test aussi. 

A partir de ces considerations on peut etablir une liste des groupes H possibles et 
la liste, en regard, des couples (G,H), compatible avec ces faits. II nous reviendra 
d'examiner cas par cas a partir de cette liste ce que l'existence de cette application 
surjective 

(9) : ^l(H) ► 7Ti(G) 

impose plus precisement au plongement de H dans G. Pour eviter de citer tous les 
quotients finis d'un groupe on ecrit seulement la liste des algebres de Lie : 

Lemme 2.6. Soient G/H un espace homogene SNK simplement connexe de dimension 
6 et soient g et I) les algebres de Lie de G et H , respectivement. Elles apparaissent a la 
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meme ligne du tableau ci-dessous : 



dim, h 


h 
') 


a 
y 


n 

u 


inl 
i u J 




1 


iR 


iR©su(2) ©su(2) 


2 


iR©iR 


iR © iR © su(2) © su(2) 




iR©iR 


su(3) 


3 


su(2) 


su(2) ©su(2) ©su(2) 


4 


iR©su(2) 


iR © su(2) © su(2) © su(2) 




iR©Su(2) 


«P(2) 


8 


su(3) 


02 



Demonstration. Cette liste est etablie, en commengant par rj jusqu'a su(3) qui doit 
la contenir a cause de la proposition 12 .b\ a partir de la liste par ordre de dimension crois- 
sante des groupes simples, compacts, connexes : S 3 ~ SU (2) ~ Sp(l), SU (3), Spin(5) ~ 
Sp(2), G 2 , etc. Le dernier groupe cite est de dimension 14 car SU(3) est de dimension 
8 et G/H de dimension 6. 

Outre les raisons de dimension qui peuvent l'empecher, on se demande quelles f) sont 
vraiment des sous-algebres de Lie de su(3). C'est bien sur le cas de iR, su(2) et iR©iR. 
C'est encore le cas de iR ©su(2) via le plongement 

iR©su(2) -> su(3) 

• ,/i ( ix ° ^ 

ix + A i-^ . 

V A — 2xi 2 / 

ou A est une matrice 2x2 antihermitienne a trace nulle. En revanche ce n'est plus le 
cas de su(2) © su(2). En effet a partir d'une application <p : su(2) © su(2) — > su(3), non 
identiquement nulle, en restreignant a chaque facteur on obtient deux representations 
complexes pi, p 2 de su(2) de dimension 3 qui commutent. Alors de deux choses l'une : ou 
bien une representation est irreductible et la seconde est triviale, par le lemme de Schur. 
Ou bien il existe pour chacune un sous-espace de de dimension 1 et un sous-espace de 
dimension 2 invariants, orthogonaux. Cette decomposition est la meme pour p\ et p 2 car 
elles commutent et les deux representations sont nulles sur le premier espace car su(2) 
n'admet pas de representation autre que triviale avant la dimension 2. Par consequent 
<p est le prolongement par zero d'une application su(2) © su(2) — > su(2). Dans ce cas, 
comme dans le precedent, elle ne saurait etre un plongement. Enfin iR © iR © iR et 
toutes les algebres qui le contiennent (en premier iR©iR©su(2)) ne peuvent pas etre 
plongees dans su(3) car les sous-algebres de Cartan de celle-ci sont de dimension 2. □ 

Si G n'est pas simplement connexe, soit n : G — > G son revetement universel et H' le 
sous-groupe de G, it~ l (H). Alors 

Lemme 2.7. Les deux espaces homogenes M = G/H et M' = G/H' sont isomorphes. 
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Demonstration. L'isomorphisme est donne par 

M' -> M 

[g] ^ Hd)} 

qui est bien definie et injective car g et g' definissent la meme classe, g'g^ 1 G H\ si et 
seulement si 7r(g')7r(g) _1 G H, c'est a dire 7r(g), n(g r ) definissent la meme classe de M. 
Elle est aussi surjective car tt Test. □ 

Si le groupe fondamental de G est fini, G et H' sont encore compactes, l'algebre de 
Lie de H', rj' = f) est encore incluse dans su(3) et bien sur l'algebre de Lie de G est q. 
Dans la suite on supposera done que G est simplement connexe (sections 3, 5, 6, 7) ou G 
et H sont des produits finis des groupes S 1 et S 3 ou des quotients finis de ces produits 
(section 4). Dans le premier cas, comme les groupes sont connexes, la representation 
lineaire isotropique de M, Ad(H), est donnee par la representation de l'algebre de Lie, 
ad(i)), sur le supplemental invariant choisi. On peut done finalement se contenter de 
chercher les structures presque hermitiennes invariantes des espaces G/H ou G et H 
sont les groupes simples, compacts, connexes, dont les algebres de Lie apparaissent a 
une meme ligne du tableau f2.61 



3. Le groupe de Lie S 3 x S* 3 

On se propose ici de chercher toutes les structures NK sur le groupe de Lie S 3 x 5 3 , 
invariantes a gauche. On en connait d'avance une, correspondant a la construction de 
Ledger et Obata (voir [12j). 

Si G est un groupe de Lie compact, q son algebre de Lie, g une metrique biinvariante 
sur G, on appelle A le sous-groupe diagonal, isomorphe a G, de de G x G x G. L'espace 
homogene M = G x G x G/A est isomorphe a G x G et on choisit Identification 
concrete 

G x G x G/A -> G x G 
[x,y,l] ^ (x,y) 

ou [x,y, 1] designe la classe de (x, y, 1). Toute classe contient un triplet de cette forme 
done l'application est bien definie. On choisit alors pour supplementaire Ad(if)-invariant 
de l'algebre de Lie f) de A dans © © 0, le sous-espace vectoriel m forme des vecteurs 
a composante tangente au premier facteur nulle de telle sorte que la restriction de 
g x g x g a m donne une metrique sur M qui n'est pas la metrique produit de G x G 
mais le rend naturellement reductif. Maintenant la permutation circulaire de G x G x G 
est un automorphisme d'ordre 3 qui induit une structure d'espace 3-symetrique sur M 
et, finalement, une structure NK. 

Lorsque G = SU (2) ~ S 3 , si on joint deux bases orthonormees de q et qu'on prolonge 
par invariance a gauche, on obtient un repere sur M non orthonorme mais dans le 
co-repere associe (ei, e 2 , e 3 , f%, f 2 , fa) duquel la forme de Kahler s'ecrit 

v/3 

(10) w = -^-(eiA/i + e 2 A/ 2 + e 3 A/ 3 ) 
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Notre but est de demontrer que la structure SNK ainsi decrite sur S 3 x S 3 est la seule 
(bien sur cela depend de la metrique biinvariante choisie, mais comme SU{2) est simple 
elles sont toutes proportionnelles) : 

Proposition 3.1. Soit (g,J) une structure presque hermitienne invariante telle que 
(S 3 x S 3 ,g,J) est SNK. Elle est isomorphe, en tant qu'espace homogene presque her- 
mitien, a la construction de Ledger et Obata. En particulier elle est 3-symetrique. 

Definition 3.2. Etant donne un co-repere (ex, e 2 , e 3 , fi, f 2 , fs) de S 3 x S 3 , on appelle 

2- forme canonique, la forme donnee en (E|). 

Les varietes SNK de dimension 6 sont caracterisees par la verification par la forme de 
Kahler d'une equation differentielle donnee par Reyes Carrion au theoreme 4.9 page 48 
de (pour une presentation et une demonstration differentes du meme fait voir aussi 

|E|.) 

(11) -2\uAu = dp 

ou A est une constante reelle, p est proportionnelle a la differentielle de ui et quelle que 
soit la 3-forme a de type (3, 0) + (0, 3), a est l'unique 3-forme telle que a + ia est une 

3- forme volume complexe. Plus precisement on notera 

(12) du = 3Ap 

Des lors on cherche des 2-formes invariantes sur 5* 3 x S 3 verifiant (fTTll ou encore des 
triplets (u,p,X) verifiant (fTTll et (JJ2J). 

Pour faciliter les calculs on introduit un repere approprie dans lequel l'expression de 
la forme de Kahler est proche de celle de la 2-forme canonique. 

Sur la sphere S 3 il existe un repere global (Xi,X 2 ,X 3 ) privilegie, invariant a gauche 
et verifiant 

[X X ,X 2 ] = 2X 3 
[X 2 ,X 3 ] = 2Xi 
[X 3 ,Xx] = 2X 2 

En prenant la base duale de l'espace cotangent en chaque point on obtient un repere 
des 1-formes (ei, e 2 , e 3 ) tel que 

(13) dd = e i+ i A e i+2 

en notant les indices dans Z/3Z. On remarque que n'importe quel co-repere obtenu a 
partir d'un tel repere par une isometrie directe a encore la propriete (fT31) . 

Definition 3.3. On appelle co-repere circulaire un co-repere (ei, e 2 , e 3 , fx, f 2 , ^3) de 

S 3 x S 3 tel que les trois premieres (resp. les trois dernieres) formes sont nulles en 
chaque point sur l'espace tangent a la fibre du second (resp. du premier) facteur passant 
par ce point et verifient ^1^) . 

C'est dans un tel repere que les calculs seront faits. 
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Lemme 3.4. Dans un co-repere circulaire (e±, 62, e^, fi, f2, fs), la forme de Kalher d'une 
variete NK s'ecrit seulement comme combinaison lineaire de termes « mixtes » e« A 
fj i,j = 1,2,3 

Demonstration. On ecrit pour l'instant en toute generality 

333 
to = 2j a { e l+1 A e i+2 + ^ hf i+1 A f i+2 + 2J c M e « A fj 

i=l i=l *J=1 

Que les coefficients soient des constantes, non des fonctions sur la variete, traduit 
l'invariance de uj. Puis, en exprimant seulement que la forme est non degeneree, soit 
to A to A uj 7^ 0, on obtient d'abord 

l ACB + detC ^0 

ou A est le vecteur colonne des a^, i — 1, 2, 3, B le vecteur colonne des bi et C la matrice 
des Cij. Mais pour une variete NK, du est une 3-forme de type (3,0) + (0,3). Comme 
to est elle-meme de type (1, 1), on ne peut qu'avoir que 

(14) uj A du = 

c'est a dire que uj A uj est fermee. En fait elle est raeme exacte par (JTTJ) . Cela conduit a 

l CA = et CB = 

puis a 

l ACB = 

Finalement det C 7^ 0, c'est a dire C et *C sont inversibles et il faut A = B = 0. □ 

Remarquons que l'enonce est toujours valide si on remplace "NK" par "semi-kahlerienne". 
On peut raeme mieux choisir sa base pour que C soit diagonale : 

Lemme 3.5. II existe un co-repere circulaire (e^, &2i e 3) fx-, fz-> fs) tel Q ue 

(15) uj = Aiei A fx + A 2 e 2 A f 2 + A 3 e 3 A f 3 
oil les Xi i = 1,2, 3 son£ des constantes reelles non nulles. 

Demonstration. Soient M, deux matrices de SO(3). Partant d'un co-repere circulaire 
e 2 , e^, fx, f2, fs) on lui associe le co-repere obtenu en appliquant sur chaque espace 
tangent aux 3 premieres formes la matrice de changement de base M et aux 3 dernieres 
la matrice N. Comme remarque precedemment, c'est encore un co-repere circulaire (cela 
revient a appliquer sur chaque facteur du produit une isometrie directe de la metrique 
biinvariante de SU(2).) Alors si uj s'ecrivait dans l'ancien co-repere grace a la matrice 
C, son expression dans le nouveau fait intervenir la matrice MC f N. En ecrivant C 
comme produit d'une matrice symetrique (done diagonalisable par un changement de 
base orthonormee) et d'une matrice orthogonale on voit qu'on peut choisir M et N 
telles qu'elle soit diagonale. □ 

A partir seulement de la forme de Kahler d'une variete SNK, on peut retrouver la 
structure presque complexe, puis la metrique. 
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Proposition 3.6. Soit une variete presque hermitienne de dimension 6, (M, g, J) munie 
d'une d'une 3-forme p de type (3, 0) + (0, 3). 77 existe une constante positive c telle que 

(16) t( v )p A p = c t(Jv)vol 
oil vol designe la forme volume de g. 

Demonstration. Soit (vq, v±, v 2 , v 3 , v±, vs) un repere de M adapte a sa structure presque 
hermitienne : orthonorme et tel que Jv n = v 2 i+i pour tout i = 0,1,2. Autrement dit si 
(l , h, h, hi h, h) est le repere « dual » des 1-formes, la forme de Kahler est 

uj = l A l x + l 2 A l 3 + k A l 5 

La forme volume est vol = Iq A Zi A I2 A I3 A U A I5. Maintenant A 3 ' est de dimension 
complexe 1 done il existe z = a + ib e C tel que p est la partie reelle de z(Iq + Hi) A 
(l 2 + ih) A (k + ih) ■ 

p = a(l A l 2 A U — h A h A h — k A ^3 A l 5 — h A l 2 A l 5 ) 

—b(l A l 2 A l 5 + l Q A k A k - h A Z 3 A l 5 + h A l 2 A k) 

Le stabilisateur en chaque point d'une telle 3-forme est SL(3,C). II agit transitivement 
sur les vecteurs et preserve (JTK|) . II suffit alors de verifier 

i(l )p = a(l 2 A U - l 3 A l 5 ) - 6(/ 2 A l 5 + l 3 A / 4 ) 

puis 

L(l )p Ap = 2(a 2 + b 2 )i(k)vol 

□ 

Cette expression intrinseque de J permet de le calculer dans n'importe quel repere : 
soit (Xl, A 2 , A 3 , Yi, Y 2 , Y 3 ) le repere associe a un co-repere circulaire (ei, e 2 , e 3 , /1, / 2 , f 3 ) 
dans lequel la forme de Kahler s'ecrit (fT^jl. Appelons, en reprenant les notations de 
Hitchin dans Particle (THl, Ap l'application lineaire de TM dans TM ® A 6 T*M definie 
par 

A p (v) = i(v)pAp 

en identifiant A 5 T*M et TM ® A 6 T*M, par l'intermediaire du produit exterieur. On 
differentie l'expression (fT5|) de to grace aux formules (|T3|) . On trouve 

(17) A^(Ai) = ((A? - A 2 - Ag)Ai - 2A 2 A 3 Fi) ® s 

ou s = t\ A e 2 A e 3 A f\ A / 2 A f 3 . Pour calculer la constante c on se sert du fait que 
J 2 = —Id. En appliquant une nouvelle fois a la partie vectorielle de l'expression 
(|T7| ci-dessus, on trouve 

c = ^y\j — ^2 ~ -^3 + 2Af A| + 2A|A§ + 2A 2 A 2 
Dans cette base, J admet done la matrice 
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avec 



X 2 - X 2 - \ 2 3 

D = -\ A| - A§ - X\ 

o " o 



et 



1 



2A 2 A 3 



£7 = - -2A 3 Ai 



c 








On progresse : il est maintenant possible de calculer p sans passer par la metrique, 
ce qui va nous permettre de resoudre l'equation differentielle (JTTJ) . Quels que soient les 
champs de vecteurs X, Y, Z sur M on a 

p(X, Y, Z) = -p(JX, JY, JZ) = p(JX, Y, Z) 

Lemme 3.7. Soit (S 3 x S 3 , u, J) une variete NK et soit (ei, e2, 63, fi, /2, fs) un co-vepeve 
circulaire tel que u s'ecrit (fI3j) . yl/ors fTTJ) est equivalente a 

(18) 4 = ^-t-4) Vz=l,2,3 

avec 

6X 2 det C 



(19) fe 

Demonstration. Soit {e\, e^, f\, f%, fz) un co-repere circulaire dans lequel u; s'ecrit, 
comme demontre au lemme 13.41 ^2 c%,j A fj et tel que J est represents dans le repere 
associe par la matrice 

D E 
F G 



On a 



puis 



duj(e i+1 , e i+2 , fj) = {C l D)ij 
duj(ei, fj+i, fj+2) — (GC)ij 



3Xdp=Y^ (C tD + GC )i,j e m A e i+2 A fi+i A fi+2 

Quant au calcul de uj A uj il fait apparaitre les mineurs d'ordre 2 de C, c'est a dire son 
inverse. L'equation caracteristique (JTTJl s'ecrit alors 

2k' 'C' 1 = C'D + GC 

avec 

(20) k' = 6X 2 det C 

Ce n'est rien d'autre que (jTHI) . en tenant compte de nos simplifications successives. □ 
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On resoud facilement (jTHI) . Premierement notons que si tous les Aj sont egaux ou 
meme seulement de signes differents les trois equations sont verifiees a la fois pour 
k = X\ = X\ = A3. Autrement si on note S = Xf + X 2 , + A§ les A 2 doivent d'abord tous 
verifier la meme equation du second ordre 

2x 2 - Sx-k' = 

Puis supposons que A 2 et A 2 , soient deux racines distinctes et, par exemple, A3 = A 2 . 
Alors A 2 Af, vaut le produit des racines : — | et l'equation lfl8|) . i = 2 implique k = 0, ce 
qui signifierait que u> est degeneree. Par consequent toutes les valeurs diagonales sont 
egales au signe pres. 

II reste a trancher cette ambigui'te. On le fait en introduisant pour la premiere fois la 
metrique, en demandant qu'elle soit positive. 

Remarquons premierement que les cas ou les trois signes sont positifs ou ou seulement 
un signe sur trois Test sont identiques, a une rotation d'angle n pres. De meme les deux 
cas restant. 

Effectivement, si on etudie la forme quadratique X \— > u(JX,X), on voit qu'elle est 
soit definie positive si le determinant de C est positif, soit definie negative dans le cas 
contraire. 

Proposition 3.8. Soit u une 2-forme differentielle sur S 3 x S 3 verifiant l'equation 
differentielle ( Olj) . // existe un co-repere circulaire tel que uj est un multiple de la 2- 
forme canonique. II est strictement positif si et seulement si uj represente une variete 
riemannienne NK. 

Demonstration. Pour tout i dans Z/3Z 

2 2 

uj(Jei,ei) = — A i+ iAi +2 w(/i,ei) = -AiA 2 A 3 
c c 

uj(Je l ,f l ) = - c \(X^-Xl 1 -\l 2 ) 

La forme quadratique X ou(JX,X) est la somme de trois formes quadratiques de 
degre 2, 

Qi — (Xi+iXi +2 x 2 — (A| — X 2 i+1 — X 2 +2 )xiyi + X i+ iX i+ 2y 2 ) , i = 1, 2, 3 

dont le discriminant est c 2 , positif, et les coefficients des termes carres ont le signe de 
detC. □ 

Ceci acheve en meme temps la preuve de la proposition 13. 11 

4. ESPACES HOMOGENES QUOTIENTS DE GROUPES PRODUITS DES SPHERES 

Soit (0, f)) un couple d'algebres de Lie admis dans la liste du lemme l2~6l On cherche les 
plongements de 1) dans q. En travaillant avec les algebres de Lie on ecarte provisoirement 
la question des quotients finis des groupes. Cependant si G est de la forme (S' 1 ) p x G'/T 
et H = (5 11 ) 9 x H'/H ou T et S sont des groupes finis et G' et H' sont simplement 
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connexes, on retient que la surjectivite de vue en (jHJ) implique premierement p < g, 
deuxiemement que le morphisme de groupe obtenu en restreignant au facteur (S 1 ) 13 de 
H et en projetant dans G sur le facteur (S 1 ) 11 est lui-meme surjectif. Au niveau des 
algebres de Lie cela se traduit, en notant p la projection sur parallelement a 

05u(2), par 

(21) f)^0^0iM est surjectif 

Dans cette section on s'interesse aux espaces homogenes G/H ou G et H sont des 
produits directs de S 1 et S 3 ou des quotients finis de ces produits. Par consequent 
rj doit etre iR, iR © iR, su(2) ou iR © su(2) et d'apres le lemme 12.61 on a toujours 
g = \) © su(2) ffisu(2). Cependant on ignore encore si su(2) © su(2) aparaissant dans 
cette decomposition est Ad(if)-invariant. 

Proposition 4.1. Soit M = G/H un espace homogene NK simplement connexe de 
dimension 6 avec g et f) sommes directes d 'algebres de Lie isomorphes d iR ou su(2). 
Alors f) admet pour supplementaire dans g un ideal m isomorphe a 5u(2) © bu(2) et M 
est isomorphe a S 3 x S 3 muni de son unique structure NK 3-symetrique invariante. 

Demonstration. Un ideal est bien sur en particulier ad(t)) -invariant et meme Ad(H)- 
invariant puisque H est connexe. Considerons chaque cas : 

- g = iR © su(2) © su(2), f) = iR 

D'apres ((2TJ) . f o p est surjectif, c'est a dire dans ce cas bijectif. L'intersection du 
plongement de f) avec le noyau de la projection est ip{\)) fl (su(2) © su(2)) = {0} et 
ce dernier est par consequent toujours un supplementaire de f) dans g, quel que soit 
precisement le plongement. 

- g = iR © iR © su(2) © su(2), P) = iR © iR 
De meme ici m = su(2) © su(2) convient. 

-g = su(2) © su(2) © su(2), fj = su(2) 

En projetant sur chaque facteur 5u(2) de g on obtient un endomorphisme de su(2), 
soit une representation unitaire de dimension 2 de 5u(2). Or su(2) n'a qu'une seule 
representation irreductible complexe en chaque dimension. En dimension 2 on ne peut 
done avoir que l'identite de su(2) ou la representation triviale. Si les trois representations 
etaient triviales ce ne serait pas un plongement. II y a done au moins un facteur su(2) 
tel que la projection q verifie comme plus haut : y? o q est surjectif et on prend m egal 
au noyau de q : la somme des deux autres. C'est encore un ideal. 

- Q = iR © su(2) © su(2) © su(2), f) = iR © su(2) 

Cela resulte de la combinaison des deux arguments precedents pour les facteurs iR et 
su(2), respectivement, de g. 
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Un ideal est meme une sous-algebre de Lie. La variete etant simplement connexe est 
isomorphe a S 3 x S 3 . De plus puisque m ~ su(2) © su(2), on peut toujours le munir 
de l'unique (a multiple pres) 2-forme 00 susceptible de representer une structure NK 
invariante d'apres les resultats de la section 3. Mais ici H n'est plus trivial et il faut 
que lo soit Ai(if )-invariante pour le plongement precis de H choisi. Par construction, 
c'est le cas des que Ad(H) est inclus dans le sous-groupe diagonal. C'est de plus une 
condition necessaire, Ad(H) agissant separement sur chaque facteur de la somme. Les 
seules possibilites pour H sont finalement les sous-groupes de S 3 : {1}, S 1 et les quotients 
finis de S 3 . En effet un espace homogene qu'on ecrit M = G/H peut toujours s'ecrire 
differemment M = G'/H' ou G' est un sous-groupe d'isometries plus petit que G mais 
agissant toujours transitivement et H' le sous-groupe d'isotropie dans G' . 

□ 

5. L'espace des drapeaux 

L'espace des drapeaux F(l, 2) d'un espace vectoriel hermitien E de dimension 3 est 
l'espace des couples {l,p) ou I est une droite de E et p un plan contenant cette droite. 
II apparait naturellement dans notre liste comme SUffl/S 1 x S 1 mais on peut aussi 
l'ecrire U(3)/U(l) x [7(1) x U{1) : un point (l,p) est autrement defini par une base or- 
thonormee (e±, 62, e^) telle que / = Cei et (ei, £2) est une base orthonormee de p ; Taction 
naturelle de U(3) sur E induit une action sur les drapeaux dont le groupe d'isotropie 
en un point (l,p) est forme d'endomorphismes qui preservent les trois droites complexes 
Cei,Ce 2 ,Ce 3 , c'est a dire d'endorphismes diagonaux dans la base (ei,e 2 ,e 3 ). De fagon 
equivalente il existe trois fibrations F(l,2) — > CP (2) a fibres isometriques a CP(1). 
Sur la fibre de la premiere c'est la droite qui varie dans le plan, sur celle de la seconde 
c'est le plan autour de la droite et sur la fibre de la troisieme, la deuxieme droite du 
plan, Ce2, est fixe et la droite I varie dans le plan orthogonal et le plan p avec elle 
autour de 62- En fait chacune de ces fibrations est la fibration d'un espace de twisteurs 
au-dessus d'une variete de dimension 4. Cela permet que F(l, 2) soit muni naturelle- 
ment de trois structures kahleriennes puis, par variation canonique de la submersion 
riemannienne, d'une structure NK (voir ^1] pour la construction d'une variete NK a 
partir d'une submersion kahlerienne generale, [2] pour les espaces de twisteurs NK.) 
Pour chercher toutes les structures NK de F(l, 2) on ne privilegie aucune fibration ou 
aucune direction complexe associee a un point de l'espace de drapeaux, on regarde la 
representation complexe Ad(H) de H = U(l) x U(l) x £7(1) associee au plongement 
naturel dans G = U(3). Tous les plongements de H dans G sont conjugues et induisent 
le meme espace homogene G/H en fin de compte car leur image est un tore maximal. 
On choisit un supplementaire m, Ad(H) invariant. 

Lemme 5.1. L'espace des metriques invariantes presque hermitiennes de F(l, 2) est de 
dimension 3 

Demonstration. La representation complexe Ad(H) sur m (ou la representation lineaire 
isotropique) est reductible : elle se decompose en une somme de trois representations 
irreductibles. En effet si on represente habituellement Z7 (3) par les matrices unitaires et 
le sous-groupe H = S 1 x S 1 x S 1 par les matrices diagonales, u(3) est l'ensemble des 
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matrices anti-hermitiennes et l'ensemble t des matrices avec des zeros sur la diagonale 
est un supplemental evident de f). Or il est A<i(if )-invariant. En fait si on note 

6 







(a,b,c) = 


/ a 




Va, b,c e C 


-a 








\ -6 -c 


(22) 


Ad h (a,b,c) = (e i{t - s) a,e i{t - 


-r) 6j S s ~ r) c) 


ou /i = I 




e ls | eH 


On le scinde en trois sous-espaces invariants : 

= {(a, 0,0) | a e C} 
m = {(0,6,0) | b E C} 
et n = {(0,0, c) | c G C} 

On voit par (|22|) que 

(23) [(),] = , [f),m]=m, [f),n]=n 

La representation Ad(H) restreinte a , m ou n est irreductible et l'espace des produits 
scalaires Ad (H) -invariants de t ou de fagon equivalente l'espace des metriques invari- 
antes de F(l, 2) est de dimension 3. □ 

De plus on peut calculer 

[(a, 0,0), (0,6,0)] = (0,0, -ob) 
[(a,0,0),(0,0,c)] = (0,ac,0) 
[(0,6,0), (0,0, c)} = (-be, 0,0) 

et 

/ iz \ 
[(a, 0,0), (a', 0,0)] = -iz ou z = 2Im(aa') 
\ J 

et de meme pour m et n si bien que 

(24) [Jet), [m,m] C fj, [n,n] c f) 

(25) [, m] = n, [m, n] = , [n, ] = m 

Ces relations sont compatibles avec celles calculees par les auteurs de [2] pl41 ou notre 
« ©m » est note « m ». On considere comme eux le produit scalaire sur u(3) donne par : 

(X\Y) = - l -Re{tr{XY)) 

Les trois sous-espaces invariants sont deux a deux orthogonaux, on peut done appliquer 
une homotetie dans chacun et obtenir encore une metrique invariante. En fait on les 
obtient toutes de cette fagon. On note g la metrique invariante associee aux coefficients 
d'homotetie r, s,t e]0; +oo[ e'est a dire au produit scalaire 

(.|.) =r(.|.)| x +s(.|.)| mxm + t(.|.)| nxn 
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C'est la metrique d'une submersion riemannienne au-dessus de CP (2) muni de la metrique 
standard si et seulement si deux parametres, supposons r et s, sont egaux a 1. Alors n 
est l'espace tangent a la fibre en l'origine et lj2~lj) exprime que les fibres sont totalement 
geodesiques. Puisqu'il s'agit de la fibration d'un espace de twisteur au-dessus d'une 
variete d'Einstein auto-duale de courbure scalaire egale a 24, le theoreme de Hitchin 
QlOj) ou Friedrich (|4j) dit que (F(l,2),g) est kahlerienne si et seulement si le troisieme 
parametre t vaut 2. De plus par un autre theoreme de Friedrich dans [H] 

Theoreme 5.2. Soit (M 4 ,g) une variete riemannienne de dimension 4- Si son espace 
de twisteurs Z —> M, muni de la metrique ir*g + tds 2 , oil ds 2 est la metrique standard 
deCP{l), est d'Einstein pour un certain t > 0, alors (M 4 ,g) est auto-duale, d'Einstein, 
a courbure scalaire strictement positive R, et t vaut ou 

elle est d'Einstein si et seulement si t = 1 ou t = 2. Dans le premier cas elle est done 
Kahler-Einstein, dans le second il s'avere (voir [2j, pl45) qu'elle est strictement NK. 
Comme en dimension 6 une variete NK est kahlerienne ou d'Einstein ([6j), les seules 
possibilites que la variete soit NK dans le cas ou deux parametres sont egaux, par 
exemple r = s, sont finalement t = 2r = 2s et t = r = s. 

A cause de (|2Tfl) . (j23J, (J2SJ), on cherche une application A : t — ► so(fi), representant la 
connexion de Levi-Civita de g, de la forme 

A(X)U = a[X,U] 

A(U)A = /3[U,A] 

A(A)X = 7 [AA] 

A(X)Y = A(U)V = A{A)B = 

ou X, Y G , U, V E m et A, B e n. Par © on a alors 

A(U)X = (l-a)[U,X\ 

A(A)U = (l-(3)[A,U] 

A(X)A = (1- 7 )[X,A] 



En prenant dans jTJXe^Gm^en puis en permutant circulairement on obtient 
les conditions, d'ailleurs suffisantes 

= (l-7> 

(26) { (3r = (1 - a)t 




= (1-P)r 

Lemme 5.3. Les seules structures presque complexes invariantes de l'espace des dra- 
peaux, compatibles avec g, sont celles representees par la multiplication par ±i de chacun 
des trois nombres complexes intervenant dans I'ecriture des matrices de t. 

Demonstration. On note de la meme fagon J une structure presque complexe invariante 
de F(l, 2) ou l'endomorphisme de carre —1 de t qui la represente. Si on note 

VaeC, J {a, 0, 0) = (a', b', c'} 
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/ e zr \ 

Ad h J(a,0,0) = (e i(t - s) a',e^- r) b',e i(s - r) c') pour h = e ls \eH 

\ e i{ / 

Dans l'autre sens 

A4(a,0,0) = (e i( ^ s) a,0,0) 
On choisit de faire s = t. Alors il faut quels que soient r et s 

(a 1 , b', c') = JAd h (a, 0, 0) = Ad h J(a, 0, 0) = (a 1 , e i{s ~ r) b\ e i{s ' r) c') 

car l'egalite centrale doit etre vraie quel que soit h G H. La seule solution est que 
6' = d = quel que soit a G C. On procede de la meme maniere pour les deux autres 
sous-espaces et on trouve que J preserve , m et n. Sur ces sous-espaces de dimension 2, 
ce ne peut-etre que la rotation d'angle ±| par rapport a (.|.)|x> (-l-)lmxm ou (.|.)|nxn- D 

On note dans la suite e^, e 2 , 63 les nombres, egaux a ±1, tels que 

J (a, b, c) = (eta, —e 2 b, e 3 c) 

Puisqu'on connait la connexion de Levi-Civita V on peut calculer VJ. En exprimant 
qu'il doit etre antisymetrique : 

(V x J)Y = -(V Y J)X 

on obtient des conditions sur €1,62,63 et a,(3,j. Les trois sous-espaces etant preserves 
par J, (VxJ)Y = des que X, Y appartiennent au meme. Les autres cas donnent : 

{«(e 2 + e 3 ) = (l-a)(ei + e 3 ) 
/3( ei + e 3 ) = (l-/3)( ei + e 2 ) 
7(ei + e2) = (1 - a)(e 2 + e 3 ) 

Si les trois signes sont egaux a — 1 — a, c'est a dire a = \ puis (3 — 7 = |. En reportant 
dans (|26|l on trouve r = s = t, c'est a dire que g est un multiple strictement positif de la 
metrique NK connue. S'il y a deux signes distincts en revanche toutes les lignes de (I27jl 
sont nulles c'est a dire V J = et selon desquels il s'agit un parametre dans l'ecriture de 
la metrique est egal a la somme des deux autres. On appelle ces metriques g\ )IM (quand a 
est nul : les coefficients de la metrique sont alors s — A, t — ^ et r = A+yu), g' x „ (lorsque 
(3 = 0) et g'l (7 = 0), pour chaque couple de nombres (A,//) strictement positifs. On a 
demontre la 

Proposition 5.4. L'espace des drapeaux peut-etre muni d'une seule metrique stricte- 
ment NK homogene, trois- symetrique, a un changement d'echelle pres, et des seules 
metriques kdhleriennes homogenes gx ^, g' Xfl etg'l , A,/i G]0; +00 [. Ces dernieres, lorsque 
X = jj, correspondent, a un changement d'echelle pres, a la metrique kahlerienne na- 
turelle de l'espace de twisteur de CP(2), la fibration etant realisee de trois fagons dif- 
ferentes a partir de F(l, 2). 
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6. L'ESPACE projectif complexe de dimension 3 

Dans cette section f) = iR ©su(2), g = sp(2), l'algebre de Lie de Sp(2). 

Lemme 6.1. // y a un seul plongement possible, a conjugaison pres, de iIR©su(2) dans 
sp(2), donne par la composition des plongements naturels iR <^-> sp(l) etsu(2) —> sp(l) 
et du plongement diagonal sp(l) ffisp(l) •—>■ Sp(2). 

Demonstration. On cherche les plongements j : iR © su(2) — > sp(2). On considere la 
representation complexe p de dimension 4 induite par la restriction de j a su(2). Elle 
commute a tout element X de l'image de iR. Comme tout endomorphisme de sp(2), on 
peut voir X comme un endomorphisme complexe via l'inclusionsp(2) C su(4). II est alors 
diagonalisable et son spectre est de la forme {Xi, pi, —Xi, —pi} ou A,/i G 1 car quel que 
soit le vecteur propre u de X, ju est un vecteur propre pour la valeur propre opposee. Si 
X = p, c'est a dire X est la multiplication dans H 2 par un nombre imaginaire pur, p est 
la somme directe de deux representations irreductibles de dimension 2, necessairement 
conjuguees. Cependant j n'est alors pas un plongement, son image etant isomorphe 
a su(2). Par consequent A ^ p et on doit necessairement avoir A ou p = sinon 
p preserverait les 4 sous-espaces propres de dimension 1, c'est a dire serait triviale. 
Comme la somme des sous-espaces propres de A et —A est stable par la multiplication 
par i,j, k, ce cas est exactement celui decrit dans l'enonce du lemme. □ 

Dans le cas de groupes simples, l'espace homogene obtenu est Sp^/S 1 x SU(2), 
isomorphe a CP(3). 

En general CP(2n — 1) est isomorphe a Sp^/S 1 x Sp{n— 1). En effet le groupe Sp{n) 
agit transitivement sur C 2n , identifie a HP, en preservant les droites complexes et le 
groupe d'isotropie en u G CP(2n — 1) de Taction induite est constitue d'endomorphismes 
qui preservent non seulement u mais ju et agissent comme Spin — 1) sur l'orthogonal, 
vu comme HP -1 . Pour n — 2, Sp(2) ~ Spin(5) agit transitivement sur la sphere S* 4 
par l'intermediaire de SO (5) et le groupe d'isotropie est l'image reciproque, par le 
revetement a 2 feuillets tt : Spin(5) — > SO (5), de 5*0(4) i.e. Spin(4). Par consequent 
S 4 ~ Sp{2) / Spin{4) et on definit une fibration CP(3) — > S 4 par le plongement naturel 
S 1 x Sp(l) ^ Sp(l) x Sp(l) ~ Spin{4). C'est en fait la fibration de l'espace de twisteurs 
de S A comme explique dans [IH] p45 

Des lors si on decompose l'algebre de Lie de Sp{2) en sp(5) = spin(4) © m, m est 
identifie a l'espace tangent a l'origine de S A . L'espace tangent a l'origine de CP (3) est 
lui identifie a m©n ou n est un supplementaire de iR dans su(2) si bien que g = rj©m©n, 
spin(4) etant isomorphe a su(2) ©su(2). 

Explicitement, on note a t— > a*, a G EI la conjugaison quaternionique (soit pour 
u, v G C, u + jv I— > u — jv). On represente habituellement g = sp(2) dans l'espace des 
matrices carrees 2 x 2 a coefficients quaternioniques et on pose 

n= {( n n ) I a = i x + k Vi 
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Leur somme t = m©n est un supplemental de rj. Bien plus, chacun de ces sous-espaces 

e ie 
u 



e ie 

est preserve par Ad(H). Un element h G H represents par ( „ ) , u G Sp(l) agit 



par Taction adjointe comme 

, , , a \ ( e ie a6 

sur les elements de m et 



a* \ 6*a*e^ y 



. , , a 0\ ( e 2ie a 
Ad h 



J \ 

sur n. Les deux representations de H ainsi decrites sont irreductibles, la premiere, de 
dimension 4, a fortiori car les representations de Sp(l) donnees par la multiplication 
a droite ou a gauche dans H le sont. Par consequent Ad(H)t C t et t = m © n est 
une decomposition irreductible. L'espace des metriques homogenes est de dimension 2 
et si on s'autorise un changement d'echelle elles ne sont plus decrites que par un seul 
parametre, la courbure scalaire de la fibre, isomorphe a CP(1), de la fibration riemanni- 
enne CP(3) — > S* 4 . Autrement dit ce sont les multiples strictement positifs des metriques 
twistorielles au dessus de S* 4 , munie de sa metrique standard. Plus precisement, avec le 
produit scalaire sur 6 donne par (X, Y) = —^Re(tr(XY)) soit par 

et m et n sont orthogonaux, les metriques twistorielles sont les metriques invariantes g t 
valant (., .)| mX m + t(., .)| n xn sur T D M ~ t. En effet on a vu que m est identifie a T (S 4 ). 
C'est lui qui regoit la metrique de la base S 4 . 

Finalement, a cause des memes theoremes de Friedrich et Hitchin sur les espaces de 
twisteurs en dimension 6 cites a la section precedente 

Proposition 6.2. Dans lafamille (gt)t>o de metriques homogenes de CP(3) = Sp(2)/S 1 x 
Sp(l), seulesgi, strictement NK 3- symetrique, etg2, Kahler-Einstein, sont des metriques 
NK. Toutes les metriques NK homogenes sur CP(3) sont des multiples de celles-ci. 



7. La sphere de dimension six 

II y a un seul espace homogene M = G2/SU(3) - c'est a dire un seul sous-groupe de 
Gi a conjugaison pres isomorphe a SU(3) - car les deux groupes sont de meme rang. 
II est isomorphe a la sphere de dimension 6. On peut construire une structure NK 3- 
symetrique sur M en prenant comme dans ^H] sur l'espace tangent l'unique metrique, 
a un multiple pres, et l'unique structure presque complexe preservees par le groupe 
d'isotropie. En effet SU(3) n'admet pas de representation autre que triviale avant la 
dimension 6, G2/SU{3) est done a isotropie irreductible. On a par consequent 

Proposition 7.1. La sphere S 6 , vue comme l'espace homogene G2I ' SU{3), admet une 
seule structure presque hermitienne invariante a homotetie pres. Elle est NK, 3- symetrique. 
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En revanche la variete S 6 , munie de sa metrique ronde g, a une infinite de structures 
presque complexes NK. Elles sont toutes invariantes sous Taction d'un sous-groupe 
different, isomorphe a G 2 , du groupe d'isometries SO (7) c'est a dire correspondent cha- 
cune a une fagon differente de realiser S 6 comme l'espace homogene presque hermitien 
G 2 /SU(3). En effet contrairement a ce qui se passe pour les autres varietes NK comme 
F(l,2), CP(3), S 3 x S* 3 , il n'y a pas ici une seule droite de spineurs de Killing qui 
permettrait de definir l'unique structure presque complexe compatible avec g rendant 
la variete NK (voir proposition I2.4jl . Cependant, soit une variete riemannienne (M,g), 
C. Bar a montre, dans le cadre d'une explication generate [T] a la fois de la theorie des 
spineurs de Killing et de l'holonomie speciale, que la donnee d'une structure presque 
complexe J sur M telle que (M,g, J) soit NK est equivalente a la donnee sur son cone 
riemannien d'une 3-forme generique parallele a (i.e. il est a holonomie contenue dans 
G 2 ). La correspondance est donnee par 

(28) a = t 2 dt A u + t 3 du 

ou us est la forme de Kahler. Ici le cone est simplement l'espace plat de dimension 7 
et la forme parallele est constante. II y a done une injection de l'espace des structures 
presque complexes NK de (S 6 ,g) dans l'espace des 3-formes generiques en dimension 7, 
ouvert dans A 3 (IR 7 ) (voir [H]). 

La derivee covariante pour la connexion de Levi-Civita et la differentielle exterieure 
de la forme de Kahler d'une variete NK sont proportionnelles : du = 3Vu>. Les varietes 
SNK de dimension 6 verifient en outre, pour tous champs de vecteurs X, Y : 

(29) \\(VxJ)Y\\ 2 = a {\\X\\ 2 \\Y\\ 2 - g(X, Y) 2 - g(JX, Y) 2 ) 

ou a est un nombre reel strictement positif relie a la courbure scalaire par s = 30a. La 
variete NK est alors dite « de type constant a » (cf (Zj). Si on fixe la metrique standard 
sur la sphere, de courbure scalaire s = 30, et la norme standard de l'espace des 3-formes 
associee a cette metrique, a vaut 1 quelle que soit la structure presque complexe NK et 
la norme de du par consequent vaut toujours 6 par ([291) . 

Alors, on se donne un endomorphisme J de carre —1 d'un espace tangent en x G S 6 
tel que g x (JX, JY) = g x (X,Y), ou de fagon equivalente la 2-forme u x , et une 3-forme 
p appartenant a la sphere de dimension 1, de rayon 6 de l'espace des 3-formes de type 
(3,0) + (0,3) de T X S 6 . La 3-forme constante a sur R 7 donnee par a x = dtAu x + p permet 
une reduction a G 2 de l'holonomie du cone, ce qui prouve reciproquement que 

u = —i(dt)a 

est la 2-forme de Kahler d'une structure NK sur S* 6 avec p = {du) x . 

Proposition 7.2. L 'ensemble J des structures presque complexes NK de la sphere S 6 
est isomorphe a 1LP(7). 

Demonstration. Le groupe d'isometries SO (7) agit transitivement sur les structures 
presque complexes NK par 

SO(S 6 ) xJ^J 
(f,J) - f.J 
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ouVxeM 

(f-J)x = (./•■),•/,!/.)/ 
Le groupe d'isotropie est isomorphe a G 2 car si / G SO (7) preserve w, il preserve aussi 
a, definie par (|28|) . Par consequent J7" est isomorphe a S , 0(7)/G 2 — RP(7). □ 

Ceci acheve la classification des varietes NK homogenes simplement connexes de di- 
mension 6. En passant on a demontre la conjecture 12.31 en dimension 6 et d'apres Nagy 
[Hj, en toute dimension. Les resultats sont resumes dans les theoremes II . II et IPl 
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